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Resumen — Basado tanto en la Fisica de la Resonancia Magnética
(RM) y el teorema del limite central, es comin practiquen para
suponer que el ruido en las imagenes RM esta distribuido por Gauss,
pero desde el punto de vista posterior a la adquisicion de la sefial RM,
este enfoque de modelado puede ser erréneo, especialmente cuando la
relacion sefial/ruido es baja. En este articulo, se presenta un analisis
exhaustivo que muestra por qué se adoptd el modelo gaussiano y, a
través del tratamiento matematico posterior a la adquisicion de datos
brutos complejos RM, se desarrollara el modelo Riciano y se probara

que es el modelo de sefiales aleatorias RM correcto.

Abstract — Based on both the Physics of MRI and the central limit
theorem, it is common practice to assume that the noise in MR images
is Gauss distributed, but from an MR signal post-acquisition
standpoint, this modeling approach can be proved to be erroneous,
especially when the SNR is low. In this article, we present a thorough
analysis that shows why the Gaussian model was adopted, and through
the MR complex raw data post-acquisition mathematical treatment,
the Rician model will be developed and proved to be the right MR
random signals model.

Palabras clave — Frecuencia de Larmor, precesion,
resonancia magnética, ruido, funcién de densidad de
probabilidad.

1. INTRODUCCION

En la formacién de imagenes de Resonancia Magnética (RM),
la evaluacion del tipo y nivel de ruido en una imagen es
trascendente ya que ayuda a evaluar la calidad del analisis y la
consistencia de las técnicas de procesamiento de imagenes,

como eliminacién y registro de ruido. La obtencion de
imagenes RM como cualquier otro sistema de medicion
practico siempre contiene un componente indeseable no
correlacionado con la sefial deseada. Este componente se
conoce como ruido o sefial aleatoria. El ruido en el sistema de
RM a menudo se debe a fluctuaciones espontaneas como el
movimiento térmico de electrones libres dentro de
componentes eléctricos reales o equivalentes, la mejor manera
de describir el ruido en una RM es definiendo su funcion de
densidad de probabilidad (FDP), la cual es una relacion
estadistica seguida por diferentes valores de las mediciones de
sefial aleatoria. Segun el teorema del limite central, la mayoria
del ruido de medicion, incluido el ruido de RM, es posible
tratarlo como ruido gaussiano, en cuyo caso el FDP se define
de forma Unica por su media y varianza, no siempre se aplica
a los datos de RM debido a algunas técnicas utilizadas para
obtener la imagen practica.

1. GENERACION Y DETECCION DE SENAL

Un escaner RM consta de tres componentes principales de
hardware: un iman principal, un sistema de gradiente de campo
magnético y un sistema de radiofrecuencia. Todos trabajan en
coordinacion para producir la imagen. La funcién del iman
principal es generar un campo estéatico fuerte y uniforme, que
en su mayorfa se conoce en la literatura como campo By, que
ayuda a polarizar los giros nucleares en la parte del cuerpo que
se va a fotografiar. En otras palabras, este campo magnético
externo B_(; afecta a una coleccion de nicleos con espin no cero

generando un vector de magnetizacion observable M

16


mailto:jmvianney@iteshu.edu.mx

REIA (2018), VOL 4, 16-24, ISSN: 2448-6817

apuntando en la direccién de B_O) La intensidad de campo juega
un papel importante en la determinacion de la relacion sefial /
ruido (SNR) y la resolucién espectral. Sin embargo, cuando
este campo es demasiado fuerte, pueden surgir algunos
problemas de interferencia de radiofrecuencia (RF). En cuanto
al sistema de campo de gradiente, consta de tres bobinas de
gradiente ortogonales que se configuran para producir campos
magnéticos variables en el tiempo cuya fuerza depende de la
posicion. El sistema de campo de gradiente es un componente
crucial de una resonancia magnética ya que ayuda a la
localizacion de la sefial. Por Gltimo, hay un sistema de RF que
estd hecho de una bobina transmisora que genera un campo
magnético rotativo, a menudo referido en la literatura como
campo B1, que se usa para estimular el sistema de espines
causando la resonancia (es decir, coherencia de fase entre giros
al azar de precesidon en un sistema de giro magnetizado).
También tiene una bobina receptora que convierte una
magnetizacion de precesion en una sefial eléctrica a través de la
induccién de Faraday. Esta ley de induccion establece que el
flujo magnético variable en el tiempo a través de un circuito
conductor (una bobina receptora) inducird en la bobina una
fuerza electromagnética (voltaje) que es igual a la velocidad a
la que cambia el flujo magnético a través de la bobina. Si se
toma M(r, t), para ser el vector de magnetizacion en la posicion

r, generado por la coleccion de espin, y §r (r) para ser el campo
magnético de laboratorio en la misma posicion, entonces, el
flujo magnético a través de la bobina por M(r, t) viene dada
por [1],

o(t) = f B.(r) .M(r,t)dr
objecto

1)

Entonces, de acuerdo con la ley de induccién de Faraday, el
voltaje inducido en la bobina es

—00(t) _ -9

at ot B.(r).M(r,t) dr

V(t) =

objecto

)

En otras palabras, se mide la cantidad de magnetizacién con
una bobina receptora.
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Fig.1 Medida de la sefial RM a través de la bobina receptora.
La flecha indica el vector de magnetizacion transversal.

Cuando la magnetizacion transversal esta completamente en
fase, la sefial RM medida esta en un maximo. Cuando la
magnetizacion transversal comienza a desfase, la sefial de RM
comienza a disminuir hasta que la magnetizacion esta
completamente desfasada, y la sefial de RM medida se vuelve
cero [1]. El voltaje V(t) inducido en la bobina receptora a
menudo se considera como la sefial de RMN sin procesar [2].
Ahora, se reescribe la ecuacién (2) en forma escalar como

) Br (M (1, ©)
V() = - j [+Br,y(r)My(r, t) ®3)
objecto
+ Br,z(r)MZ (T', t)]d?"

Con
B, = Br,xi)'i' Br,yj+ B, .k 4)

Dado que M,(r,t) es una funcion que varia lentamente en
comparacion con la precesion libre de los componentes M, y
M,, el Gltimo término de la ecuacion anterior se puede ignorar,
lo que da

OMy(1,t)

_ OMy (1,t)
V() = = [ et | Brac ) 2

at

+ B, () ] dr
(®)

De acuerdo con esta ecuacion, el voltaje inducido es una
funcion de solo M, y M,,. Por esta razon, normalmente se sabe
que las sefiales de RM dependen de la magnetizacion
transversal [3].

Llevando la expresion ain mas lejos se reescribe, B, y B,
como,

By x = Bryy(r) V cos,(r)
{Br,y = By xy (r) V sing,.(r)
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Donde ¢,.(r) es el angulo de fase de recepcion. También se
reescribe M, y M,, como,

M, (r,t) = |Mxy(r, 0)|e‘t/T2(T)cos[—w(r)t + ¢ (1)]

U]

My (7, 1) = My (r,0) V e/ sin[-w(r)t + ()]

(8)

Donde T, es la constante de tiempo de relajacién transversal del
tejido, y ¢, () es el desplazamiento de fase inicial introducido
por la excitacion de RF. Después de alguna manipulacion
matematica se obtiene

aM’{;(:'t) =w() VM, 0V e /Wsin[—w ()t + ¢, (1)]
)

Y

aM};—ir’t) = —w(r)|Mxy(r, 0)|e't/T2(r)cos[—w(r)t + ¢ ()]

(10)

Entonces, sustituyendo Eq. (9) y (10) en la Eq. (5) se obtiene

V() =
- fobjecw W) V By (1) V My, (r,0) v e/ T2()
sin[~w (@)t + ¢ (1) — ¢, (r)]dr
(11)
(0]
V(t)=
fobiecto W(r) V By (1) V My, (r,0) v e/ T2()
cos [—w(r)t + ¢, (r) — . (r) + %] dr
(12)

La ecuacién (12) es una expresion de sefial que muestra
explicitamente la dependencia de una sefial de voltaje detectada
en la magnetizacion transversal M,, (r,0), la frecuencia de
precesion libre w (r) y la sensibilidad de deteccion de la bobina
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receptora B, ., (1). La sefial de voltaje V (t) es una sefial de alta
frecuencia porque el vector de magnetizacion transversal se
comporta como la frecuencia de precesion Larmor, por lo que
para evitar algunos problemas de circuitos, esta sefial se mueve
a una banda de baja frecuencia usando lo que se conoce como
phase-sensitive detection (PSD), es decir, “deteccion sensible a
la fase”, o método de demodulacion de sefiales [4].

La demodulacién de la sefial consiste en multiplicar por una
sefial sinusoidal de referencia y luego filtrar en paso bajo para
eliminar el componente de alta frecuencia. A continuacién se
muestra la ilustracion del método PSD.

Input

:® » Low-Pass Filter f——»
I PSD !
i

Seilal de referencia

Fig. 2. Deteccion sensible a la fase

Vpsa(®) = 0o [ 10000 Broy (1) V My (1, 0) v e 7/

cos [—Aw(r)t + ¢ (r) — . (r) + %] dr
(13)

Que es una expresion general para las sefiales de un solo PSD.
Como 4w (r) es la frecuencia de precesion en el cuadro
giratorio Vpsa (t), a menudo se considera como la sefial
detectada en el cuadro giratorio. Un inconveniente notable de
este esquema de deteccion es que no es posible determinar a
partir de la sefial si la isocromatica esta en precesion en el
sentido de las agujas del reloj, es decir, 4w > 0 0 en sentido
antihorario 4w < 0. Para superar este problema, se usa un
segundo sistema PSD con la sefial de referencia 2sinw,t, que
tiene un cambio de fases de 90° con respecto al primero [1]. Se
puede demostrar que la salida de este sistema de deteccion es

V) =

objecto

cos[~w()t + pe(r) — ¢, (r) + 2| dr

W1V By iy (1) V My, (1,0) V e~ t/T2(r)

(14)
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Fig. 3 Deteccidn ccuadratica

De esta manera, se detecta la magnetizacion giratoria con dos
detectores, que son ortogonales entre si. Este esquema de
deteccion conocido como deteccion en cuadratura, se utiliza
con frecuencia en los sistemas modernos de RM. Las dos
salidas de dicho sistema a menudo se ponen en una forma
compleja, como se muestra en la figura anterior, con una salida
que se considera como la parte real y la otra como la parte
imaginaria.

Mas precisamente, deja que
S(t) = Sg(t) +iS,(t)
(15)

Con Si(t) y S;(t) representando las dos ecuaciones anteriores
respectivamente y son las salidas de la primera y segunda PSD
respectivamente, Entonces,

S@) = Wy fobjecto Br,xy(r) \ Mxy(r: 0) Vv
e A0 M)t=¢e(r)+¢r(r)—m/2]dr

(16)

Después de algunas manipulaciones matematicas, se obtiene

S(t) = f B 2y (1) My (r, 0)e 140t gy

objecto
a7

Con By, es el conjugado complejo de B, ,,. Ademas, si la
bobina receptora tiene un campo de recepcion homogéneo
sobre la region de interés, como se supone a menudo, entonces,
By ,, se puede omitir con seguridad. Y para la comodidad de la
notacion, se sustituye 4w por w, de modo que w ahora
representa la frecuencia de precesion en el cuadro giratorio [1].
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Por lo tanto, la expresion de la sefial en la ecuacion (17) se
escribird como

S(t) = fobjm M,y (1,0,) e~ /T2 g=i0it gy

(18)

Con M, (r, 0,) es el valor posterior al pulso de M,,,. Ahora, al
introducir una funcion de densidad espectral de giro p () para
caracterizar la distribucion de frecuencia del sistema de giro. Y
que dM (w) sea la magnetizacion isocromatica [4]. Entonces,

dM(w) = p(w)dw

(19)
Y
M= ffomp(w)dw
(20)
Teniendo p(w), S(t) puede escribirse como
S@©) = [ plw)et/T@e vt gy
(21)

Y esta es la caida de induccidn libre (free induction decay, FID)
que es la sefial inducida en las bobinas.

Ahora, para obtener una imagen de RM, se necesita hardware
fisico para codificar informacion espacial en la sefial de RM y
se necesita una herramienta matematica para decodificar las
sefiales medidas. La informacion espacial se codifica a través
de la aplicacion de seleccion de sectores, codificacion de
frecuencia y / o gradientes de campos magnéticos de
codificacion de fase. Durante el tiempo en que se aplican estos
gradientes, la frecuencia de Larmor en la posicion x es

w(x) = wy +yGyx
(22)

Con Gy que denota el vector de gradiente de campo magnético.
La sefial recibida de todo el objeto en presencia de este
gradiente es

S() = ffow p(x)e~rCx¥tdyx
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(23)
Donde p(x) representa la distribucion de giro.

De la ecuacion (23) se obtiene la siguiente transformada de
Fourier, que es la sefial del espacio K:

Sle) = [, p(x)e2mhax dy
(24)
A partir de la transformada de Fourier anterior, esta claro que
ke = -Gyt

(25)

Se observa que el papel de Gy es asignar una sefial de tiempo a
una sefial de espacio k.

Este analisis se generaliza a tres dimensiones o més. Es decir

S(k) = [

objecto p(r) e —i2nk.r dr

(26)

La introduccion de la variable k en la ecuacién anterior es la
razén por la cual el espacio de Fourier en el que se adquieren
las sefiales de RM se denomina k-espacio. Se utiliza una
transformada de Fourier discreta inversa para decodificar las
sefiales de RM adquiridas, y esto da como resultado una imagen
valorada compleja dada por

'D(T) = fobjecto S(k)e_ik.rdk
(27)

Por lo tanto, una imagen de RM es una representacion espacial
de la distribucion de magnetizacion.

1. SENALES ALEATORIAS DE LA IMAGEN
RM

Como se ilustro anteriormente, las imagenes de RM implican
la medicion (del campo M transversal) producida por los tejidos
en estudio y el procesamiento de las sefiales activadas
generadas a través del principio de induccién. Cualquier
medida préctica siempre contiene un componente indeseable
que no estd correlacionado con la sefial deseada. Este
componente se conoce como ruido o sefial aleatoria. A menudo

Kinani et al (2018)

surge ruido en un sistema de imagenes debido a fluctuaciones
espontaneas como el movimiento browniano de electrones
libres dentro de componentes eléctricos reales o equivalentes.

La mejor manera de describir el ruido en un sistema de RM es
definir su funcion de densidad de probabilidad que es una
relacion estadistica seguida por diferentes valores de las
mediciones de sefial aleatoria. Con base en el teorema del limite
central [5], la mayoria del ruido de medicidn, incluido el ruido
de RM, se puede tratar como ruido gaussiano, en cuyo caso el
FDP se define de forma Unica por su media y varianza. Y esto
se remonta a la suma (integral) de todas las contribuciones de
cada magnetizacion de espin para producir S (t), que es S (k).

A. Funcion de densidad de probabilidad de Data bruto de
RM

Como se observo, durante la adquisicién, las sefiales RM de
valor complejo se muestrean en el espacio K. Estos datos
muestreados se conocen como datos brutos de RM. De la
seccidn anterior, se deduce que las contribuciones de ruido de
los datos de RM brutos complejos valorados son aditivos y no
estan correlacionados, caracterizados por una FDP de Gauss de
media cero.

Y como se discutid, se obtiene una imagen de RM a través de
la estimacion de los coeficientes de Fourier de las sefiales
complejas adquiridas, y esto se hace mediante una simple
transformacion inversa de Fourier, siempre que los datos brutos
de RM sean distribuidos por Gauss. Después de la transformada
de Fourier inversa, los datos complejos siguen siendo
independientes y Gauss distribuido debido a la linealidad y
ortogonalidad de la transformada de Fourier.

Ahora, al suponer que Ay ¢ representan la verdadera amplitud
y fase de un punto de datos complejos dado, de modo que
Acos¢pp y Asing son los verdaderos valores reales e
imaginarios, respectivamente. Dado que los datos reales e
imaginarios son independientes, el conjunto de los datos
complejos de la FDP es el resultado del producto de la FDP real
e imaginaria [6], que es

- _R)2 i 2
p(R,IVA ¢ ,0)= 1 (Acos¢ R)] xp[ (Asing—1)

ex
2ma? p 202 202

(28)

siendo o la desviacidn estandar de los datos, y R e | son los
datos reales e imaginarios, respectivamente. Se debe sefialar
que A representa la intensidad del pixel de la imagen en
ausencia de ruido, es decir, la imagen que se debe recuperar
cuando se aplica un filtro.

B. Datos procesados de RM y generacion del ruido Riciano
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Dado que los datos de magnitud son inmunes a los efectos de
las variaciones de fase incidental debido a la falta de
homogeneidad del &ngulo de RF, la demora del sistema, las
ventanas de muestreo no centradas, etc., se eligen cominmente
sobre datos reales e imaginarios.

Para construir una imagen de magnitud a partir de los datos
complejos, la magnitud se calcula en una base de pixel por
pixel, es decir

M; = JRZ+ 12

(29)

donde M; denota el i-ésimo punto de datos de la imagen de
magnitud, es decir, M; es en realidad la intensidad de pixel
medida. Como la extraccion de raiz no es una transformacion
lineal, ya no se espera que la FDP de los datos de magnitud sea
gaussiana. Entonces, se ha de derivar la FDP apropiada de los
datos de magnitud.

La FDP de los datos de magnitud anterior se obtiene a través de
la transformacién del conjunto de los datos reales e
imaginarios, dados en la ecuacién (28), en coordenadas polares,
€s0 €5,

p(M,pV A o0)=
[—(ACOSd)—MCOS(p)Z] exp [—(Asind)—Msin(p)z] M

202 202

(30)

2ma?

siendo M el jacobiano de la transformacion [7]. Integrando
esta expresion sobre ¢ junto con algunos manipulacion
matematica da

1 fZTI xp [—A2+M2—2AMcos((p—¢)] Mdg

2mc2 70 202

pM(MVA,¢,U) =

(31)

Dado que la integracion anterior es mas de un ciclo completo
del coseno, Eq. (31) puede reescribirse como:

N;z exp (_A2+M2) fozn exp (‘Z—A: cosqo) do

21 202

puMVAG)=
(32)

Mirando mas de cerca, la integral sobre ¢ en Eq. (32) se
relaciona con la representacion integral de la funcién de
Bessel modificada de primer orden del primer tipo, que es
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[O(Z) = %fozﬂ' ezCOS(pd(p

(33)
Por lo tanto Eq. (32) puede escribirse como [8]:
22 2
pu(M v 4,0) = Zewp (<35) 1 (55)
(34)

Y esto es la FDP correcta que caracteriza los datos de magnitud
de RM. Esta distribucién fue nombrada después de S. O. Rice
quien la derivé en el marco de la teoria de la comunicacion en
1944 [2].

Como se puede ver en la figura a continuacion, la forma de la
distribucion de Rice depende de la relacion sefial / ruido (SNR),
que aqui se define como la relacion A/o. Esta figura muestra
la FDP de Rice como una funcién de la magnitud M para varios
valores de la SNR. Para una SNR baja, la FDP de Rice tiende a
una distribucion de Rayleigh, que solo depende de la varianza
del ruido &% [7, 8].
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Me D (‘_"42) a una SNR alta (SNR> 3) la distribucion de Rice se aproxima a una distribucion Gaussiana. que para
a? 202 regiones
(35) de

imégenes con grandes intensidades de sefial, la distribucion de
Esta distribucion de Rayleigh rige el ruido en las regiones de  ruido puede considerarse como una distribucion gaussiana con

imagen sin sefial de RMN, como el fondo de la imagen. varianza o y media VAZ + o2. La transicion entre los dos

limites de la distribucion de Rice se puede notar facilmente en

Otro limite de atencién de la distribucién es cuando el SNR es .
la figura 4.

grande, después de algunas simplificaciones matemaéticas,
Eq.[34] reduce a,

2
MV A0) 1 —(M —VAZ + 62)
,0) = ex
P ovzm P 207
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Fig. 5 Distribucion de pixeles en diferentes regiones de una
imagen de RM con ruido simulado. (a) Imagen de RM con nivel
de ruido o = 30, (b) distribucion de pixeles en la region de fondo
identificada como BG, (c) en la region de fluido espinal
cerebral, CSF (d) en la regién de Materia gris, GM y (e) en la
region materia blanca definida como WM.

V. CONCLUSION

En este trabajo, se revel6 que, como en cualquier otra medida
préctica, la RM también contiene un componente indeseable
que no esté correlacionado con la sefial deseada, es decir, ruido,
que a menudo surge en un sistema de imagenes debido a
fluctuaciones espontaneas como el movimiento browniano de
electrones libres en real o equivalente componentes eléctricos.

Se comprob6 que, basandose tanto en la fisica de la RM como
en el teorema del limite central, este ruido podria tratarse como
ruido gaussiano, en cuyo caso la FDP esta definido de forma
Unica por su media y varianza cero; y que esto se remonta a la
suma (integral) de todas las contribuciones de cada
magnetizacion de espin para producir una sefial variable en el
tiempo.

Mas tarde se descubri6 que después del proceso de
transformada inversa de Fourier antes mencionado, los datos
complejos adquiridos eran aun independientes y distribuido
segin la distribucién Gaussiano debido a la linealidad y
ortogonalidad de la transformada de Fourier. Sin embargo, el
tratamiento matematico posterior a la adquisicién de datos
crudos de RM dio lugar a una distribucién diferente
denominada "Riciana", en la que una distribucién de Rayleigh
rige el ruido en regiones de imagen sin sefial o pequefia sefial
de RM como el fondo de la imagen y una distribucion
Gaussiana que gobierna regiones con intensidades de sefial
grandes.
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V. TRABAJO FUTURO

Como trabajo futuro se propone el desarrollo de un algoritmo
de modelo basado en la distribucion Riciana para estimar y
filtrar este ruido Riciano en datos del sistema de RM utilizando
el autoajuste de los parametros encontrados en la distribucion
de Rice.
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